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Синтез оптимальной 
радиационной модели 
роста растений по критерию 
минимума передающейся 
в почву интегральной солнечной 
радиации
РЕЗЮМЕ
Актуальность. На основе спутниковых данных дистанционного зондирования 
было высказано предположение о том, что между NDVI и FPAR имеется линейная 
связь. Однако значительное влияние на эту взаимосвязь сезонных факторов кон-
кретной экосистемы создает неопределенность в оценке продуктивности расте-
ний средствами дистанционного зондирования.  Эта неопределенность оценок 
общей выращенной продукции (GPP) по показателю, вычисляемому как отноше-
ние GPP   к поглощенной растительностью фотосинтетически активной радиации, 
может быть объяснена суточными изменениями поступающей оптической радиа-
ции как по составу, так и по величине. Показано, что показатель GPP может быть 
определен косвенно путем вычисления экстремума теплового потока почвы, по-
ступающего извне. 
Методы. Предложен новый подход к  синтезу оптимального радиационного режи-
ма роста растений, базирующийся на методологии оптимизации изоморфно- го-
лономных систем. Основу предлагаемого метода синтеза радиационного режима 
роста растений составляет учет суммарной радиации, поступающей сверху на 
крону растения.  Особенность этого подхода заключается в поиске минимума той 
части внешне поступающей фотосинтетически активной радиации, которая до-
стигает  почвы и не тратится на фотосинтез при условии гарантированного произ-
водства исходно заданного продукта. Сформулирована оптимизационная  задача 
достижения экстремальной величины суммарной радиации, поступающей извне в 
почву, в виде задачи безусловной вариационной оптимизации с  общим целевым 
функционалом оптимизации. Дано примерное решение оптимизационной задачи, 
при которой целевой функционал достигает минимума, т.е. максимальное количе-
ство внешней радиации расходуется на процесс фотосинтеза.
Результаты. Получено решение, при котором целевой функционал достигает 
минимума, т.е. максимальное количество внешней радиации расходуется на про-
цесс фотосинтеза. Показано, что применение известного способа безусловной 
вариационной оптимизации при гарантированной заданной величине GPP позво-
ляет определить оптимальный радиационный режим роста растений.

Synthesis of an optimal radiation 
model of plant growth according 
to the criterion of the minimum of 
integral solar radiation transmitted 
to the soil
ABSTRACT
Relevance. Based on satellite remote sensing data, it has been suggested that there 
is a linear relationship between NDVI and FPAR. However, the significant influence of 
seasonal factors of a particular ecosystem on this relationship creates uncertainty 
in the assessment of plant productivity by remote sensing. This uncertainty in the 
estimates of total grown products (GPP) by the indicator calculated as the ratio of GPP 
to photosynthetically active radiation absorbed by vegetation can be explained by daily 
changes in incoming optical radiation both in composition and magnitude. It is shown 
that the GPP indicator can be determined indirectly by calculating the extremum of the 
heat flow of the soil coming from the outside. 
Methods. A new approach to the synthesis of the optimal radiation regime of plant 
growth based on the methodology of optimization of isomorphic-holonomic systems is 
proposed. The basis of the proposed method for the synthesis of the radiation regime 
of plant growth is taking into account the total radiation coming from above to the crown 
of the plant, the peculiarity of this approach is to find a minimum of that part of the 
externally incoming photosynthetically active radiation that reaches the soil and is not 
spent on photosynthesis, provided that the production of the initially specified product is 
guaranteed. The optimization problem of achieving an extreme value of the total radiation 
coming from outside into the soil is formulated in the form of an unconditional variational 
optimization problem with a common target optimization functional. An approximate 
solution of the optimization problem is given, in which the target functional reaches a 
minimum, i.e. the maximum amount of external radiation is spent on the photosynthesis 
process. 
Results. A solution is obtained at which the target functional reaches a minimum, i.e. 
the maximum amount of external radiation is spent on the photosynthesis process. It is 
shown that the application of the known method of unconditional variational optimization 
with a guaranteed given value of GPP allows us to determine the optimal radiation regime 
of plant growth.
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Введение
Фотосинтез, происходящий в растениях, является 

процессом, включающим в себя поглощение растением 
фотосинтетически активной радиации (PAR) и преобра-
зование поглощенной радиации в сухое органическое 
вещество [1]. Обычно PAR, поглощенная в диапазоне 
400–700 нм, в целях фотосинтеза выражается фракци-
онным показателем (FPAR), умноженным на поступаю-
щую извне радиацию. Следовательно, показатель FPAR 
отражает способность растения к поглощению посту-
пающей сверху радиации. Показатель FPAR во многом 
определяет значение общей или чистой продуктивно-
сти растении. В модели эффективного использования 
света (LUE) показатель FPAR используется с учетом 
параметра, определяемого средствами дистанцион-
ного зондирования [2]. Основной недостаток модели 
LUE заключается в отсутствии учета взаимосвязи FPAR 
и нормализованного дифференциального разностно-
го индекса (NDVI) [3]. На основе спутниковых данных 
дистанционного зондирования было высказано предпо-
ложение о том, что между NDVI и FPAR имеется линей-
ная связь [4]. Отмечено значительное влияние на эту 
взаимосвязь сезонных факторов конкретной экосисте-
мы, что в конечном итоге создает неопределенность в 
оценке продуктивности растений средствами дистанци-
онного зондирования [5]. Пространственно-временная 
изменчивость FPAR наиболее достоверно отражается 
при использовании усиленного вегетационного индек-
са (EVI), однако значения FPAR, полученные на полях и 
с помощью MODIS, значительно расходятся [6]. Нео-
пределенность оценок общей выращенной продукции 
(GPP) по показателю LUEgreen может быть объяснена су-
точными изменениями поступающей оптической радиа-
ции как по составу, так и по величине, где

 

= ,green
green

GPP
LUE

APAR  (1)

где LUEgreen  является количественной мерой эффектив-
ности превращения поглощенной радиации фотосинте-
тически активной «зеленой» растительностью в углерод; 
APAR — радиация, поглощенная фотосинтетически ак-
тивной «зеленой» растительностью [7].

При этом фракционный показатель поглощенной 
радиации такой активной растительностью FPARgreen 
определяется как 

 

 
=   

 

green
green

общий

LAI
FPAR FPAR

LAI
 (2)

где LAIgreen — зеленый индекс LAI, которая являет-
ся фотосинтетически функциональной компонентной 
LAIобщий.

На величину АPARgreen влияет большое количество 
факторов, связанных как с поступающей радиацией, так 
и с состоянием растительности и метеофакторами.

С учетом

 
=

APAR
FPAR

PAR  (3)

 
= green

green

APAR
FPAR

PAR
 (4)

а также выражения (2) получим

 
=green greenAPAR LAI

APAR LAI
 (5)

Из выражений (1) и (5) находим

 

⋅ ⋅
= .green greenLUE APAR LAI

GPP
LAI

 (6)

Таким образом, общая выращенная продукция может 
быть определения в зависимости от LAIgreen по выраже-
нию (6) при известных значениях LUEgreen, APAR и LAI.

Из выражений (4) и (5) получим

 

⋅
= ,green greenLAI FPAR PAR

LAI APAR
 (7)

выражение (7) отражает общую прямо пропорциональ-
ную связь между LAIgreen и PAR · FPARgreen.

Следует отметить, что модель (1)–(7) направлена 
на вычисление величины GPP при известной величи-
не показателя LUE. Вместе с тем, можно показать, что 
показатель GPP может быть определен косвенно путем 
вычисления экстремума теплового потока почвы, посту-
пающего извне.

Предлагаемый метод
Основу предлагаемого метода синтеза радиацион-

ного режима роста растений составляет следующее из-
вестное выражение, определяющее суммарную радиа-
цию Rп, поступающую сверху на крону растения, LAIgreen 
и тепловой поток почвы G [9]

 
( )= ⋅ −0,183 0,299 .green

п

G
exp LAI

R
 (8)

Общая схема предлагаемого метода иллюстрируется 
на рис. 1.

Основные положения предлагаемого метода соот-
ветствуют общей методологии оптимизации изоморф-
но-голономных систем, изложенной в [10, 11], и заклю-
чаются в следующем.

1. Вводится функциональная связь между показате-
лями LAIgreen и Rп в виде

 ( )= ψgreen пLAI R . (9)

Рис. 1.  Общая схема реализации предлагаемого метода. Цифрами 
обозначены: 1 — источник внешнего излучения; 2 — 
растительность; 3 — почва

Fig. 1.  General scheme for the implementation of the proposed method. The 
numbers   indicate: 1 — source of external radiation; 2 — vegetation; 
3 — soil
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Отметим, что взаимосвязь (9) или обратная взаимос-
вязь

 
( ) ( )−= ψ 1

п greenR LAI  (10)

технологически реализуемы не только в парниковых хо-
зяйствах, но и в натуральном растениеводстве в смысле 
подбора сортов растений с требуемым характером за-
висимости (9).

2. Задается условие достижения заданной величины 
суммарной продукции. В выражении (9) условно приняв

 

⋅
= 1

greenLUE APAR
C

LAI
=1C const  (11)

получим

 
= ⋅1 greenGPP C LAI  (12)

Следовательно, суммарный продукт, извлекаемый 
за определенный период фенологического роста GPPc, 
определим как

 

( )= ψ =∫ 2

п

п

R max

c п п
R min

GPP R dR C  (13)

где C2 — задаваемая величина требуемого объема сум-
марного продукта.

3. Формулируется задача достижения экстремаль-
ной величины суммарной радиации (Gc), поступающей 
извне в почву, т.е.

 

( ) = ⋅ ⋅ − ψ ∫ .0,183 0,299
п

п

R max

c п п п
R min

G R exp R dR  (14)

4. Составляется задача безусловной вариационной 
оптимизации с учетом выражений (13) и (14). Общий 
целевой функционал оптимизации Ф имеет вид

  

( )

( )

 = ⋅ − ψ + 

 
 +l ψ −
 
 

∫

∫ 2

0,183 0,299

,

п

п

п

п

R max

п п п
R min

R max

п п
R min

Ф R exp R dR

R dR C  (15)

где l — множитель Лагранжа.
Таким образом, предлагаемый метод синтеза опти-

мальной радиационной модели роста растений предпо-
лагает решение вариационной задачи (15). Дадим мо-
дельное решение данной задачи.

Модельное исследование
Для упрощения математических выкладок примем 

Rпmin = 0.
Решение оптимизационной задачи (15) согласно ме-

тоду Эйлера должно удовлетворить условию

 

( ) ( ){ }
( )

 ∂ ⋅ − ⋅ψ + l ⋅ψ  =
∂ψ

0,183 0,299
0.

п п п

п

R exp R R

R
 (16)

Из выражения (16) получаем:

 
( ) − ⋅ ⋅ − ⋅ψ + l = 0,55 0,299 0.п пR exp R  (17)

Из (17) находим

 
( ) l

 − ⋅ψ =  ⋅
0,299 .

0,55п
п

exp R
R

 (18)

Из выражения (18) имеем

 
( ) ⋅ ψ =  l 

0,551
ln .

0,299
п

п
R

R  (19)

С учетом выражений (13) и (19) получим

 

⋅  = l ∫ 2
0

0,55
.

1
ln

0,299

пmaxR
п

п
R

dR C  (20)

Из выражения (20) имеем

 

( ) − l = ⋅∫ ∫ 2
0 0

ln 0,55 ln 0,299.
пmax пmaxR R

п п пR dR dR C  (21)

Из выражения (21) находим

 

( ) ( )l ⋅ = − ⋅∫ ∫ 2
0 0

ln ln 0,55 0,299
пmax пmaxR R

п п пdR R dR C  (22)

или 

 

( ) − ⋅ l =  
  

∫ 20
ln 0,55 0,299

.

пmaxR
п п

пmax

R dR C
exp

R
 (23)

С учетом выражений (19) и (23) получим

( )

( )

( )

ψ = ×

 
 
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∫
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1

0,299
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1
ln 0,55

1 1
ln0,55 ln 0,55 .
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п

п

R
п п
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R

п п п
пmax

R

R

exp R dR C
R

R R dR C
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(24)

Обозначим

 

( )
 
 − =
  

∫ 2 3
0

1
ln 0,55

пmaxR

п п
пmax

R dR C C
R

 (25)

Из (24) получим

 
( ) [ ]ψ = − 3

1
ln0,55

0,299п пR R C  (26)

Следовательно, при решении (26) целевой функцио-
нал (15) достигает экстремума.

Проверим тип экстремума функционала (15). Для 
этого достаточно определить знак контрольной величи-
ны С4, где

 

( ) ( ){ }
( )

 ∂ ⋅ − ψ + l ⋅ψ =
∂ψ

2

4 2

0,183 0,299п п п

п

R exp R R
C

R
 (27)

и убедиться, что С4 всегда положительна.
Следовательно, при решении (26) целевой функцио-

нал достигает минимума, т.е. максимальное количество 
внешней радиации расходуется на процесс фотосинте-
за. Представим

 
=2 3lnC C

 

Выражение (26) перепишем как

 
( )  

ψ = ⋅  
 3

0,551
ln .
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п

п
R

R
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 (28)
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С учетом выражений (14) и (28) находим (при 

Rпmin = 0):

 

  −−
= ⋅ ⋅ ⋅ =  

   
∫

30

0,550,299
0,183 ln

0,299

пmaxR
п

c п п
R

G R exp dR
C

 

 

  ⋅ ⋅
= ⋅ ⋅ = 

 
∫ 3 3

0

0,183
0,183 .

055 0,55

пmaxR
пmax

п п
п

C C R
R dR

R
 (29)

Таким образом, в оптимальном радиационном режи-
ме в почву поступает суммарная радиация, определяе-
мая выражением (29).

Выводы
Предложен новый метод синтеза оптимального ра-

диационного режима роста растения, базирующийся 
на методологии оптимизации изоморфно-голономных 
систем. Основная особенность предложенного метода 
заключается в поиске минимума той части внешне по-
ступающей фотосинтетически активной радиации, ко-
торая передается в почву и не тратится на фотосинтез 
при условии гарантированного производства исходно 
заданного продукта. Решение задачи с использовани-
ем процедуры безусловной вариационной оптимизации 
позволило определить оптимальный радиационный ре-
жим роста растений.
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