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Метод расчета частот и форм собственных 
колебаний 14-массовой крутильно-колебательной 
системы мобильного энергетического средства 
с орудием при выполнении технологических 
операций на склоне
РЕЗЮМЕ
Устойчивость движения колесных тракторов является одним из основных факторов, спо-
собствующих уменьшению энергозатрат. Современные разработки, связанные с усовер-
шенствованием конструкции сельскохозяйственных тракторов, решая проблемы повыше-
ния их эффективности, сталкиваются с рядом трудностей, обусловленных нестабильными 
процессами при движении по наклонным опорным поверхностям. Вопрос модернизации 
конструкции трактора следует рассматривать в параметрическом аспекте на реализацию 
собственной частоты и формы колебаний, которые влияют на его устойчивость движения 
в технологическом коридоре. Проведенные расчетно-теоретические исследования меха-
нических процессов силовой передачи самоходного шасси класса 1.4 классической ком-
поновки с разработанной укрупненной расчетной схемой трактора «Беларус 952.3» (для 
14 элементов распределенной массы) в агрегате с культиватором КРН-5,6 легли в осно-
ву создания методики расчета частоты и формы собственных колебаний. Система «Ма-
шинно-тракторный агрегат (МТА)» имеет довольно большое значение частоты свобод-
ных колебаний, которое позволяет рассчитать условия работы конструкции на длительных 
эксплуатационных режимах при частотах, близких к резонансным. Изменение спектра ча-
стоты собственных колебаний системы может служить дополнительному износу деталей, 
шин и т. п. При исследовании разрабатываемой системы «МТА» был принят за основу ме-
тод, описанный профессором В.А. Лашко, а также применен матричный метод. Матрич-
ные формы записи уравнений движения крутильно-колебательной системы «МТА» со мно-
гими степенями свободы удобны для расчетов по определению амплитудно-частотных 
характеристик. Для расчета крутильно-колебательной системы силовой передачи само-
ходного шасси, агрегатированного с культиватором, разработана динамическая модель, 
представляющая вариационные возможности анализа сочетания исследуемых факторов 
и параметров.
Ключевые слова: самоходное шасси, культиватор, технологический коридор, устойчи-
вость трактора, движение по наклонной поверхности, динамическая модель, матричный 
метод
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A method for calculating the frequencies and forms 
of natural vibrations of a 14-mass torsion-oscillating 
system of a mobile power tool with a tool when 
performing technological operations on a slope
ABSTRACT
The stability of movement of wheeled tractors is one of the main factors contributing to the reduction 
of energy costs. Modern developments related to the improvement of the design of agricultural 
tractors, solving the problems of increasing their efficiency face a number of difficulties caused by 
unstable processes when moving on inclined support surfaces. The issue of modernizing the tractor 
design should be considered in the parametric aspect of the implementation of its own frequency 
and shape of oscillations that affect its stability of movement in the technological corridor. A complex 
task to improve the manufacturability of the tractor must necessarily take into account the fact that 
new elements change the entire system. Therefore, at the stage of developing a new or modernizing 
a serial mobile machine, reliability is necessary when determining the dynamic characteristics.  
The conducted calculation and theoretical studies of the mechanical processes of the power 
transmission of a self-propelled chassis of class 1.4 of the classic layout with the developed enlarged 
calculation scheme of the “Belarus 992” tractor (for fourteen elements of distributed mass) in an 
aggregate with a KRN-5.6 cultivator. Formed the basis for the creation of a method for calculating 
the frequency and shape of natural oscillations. The “Machine-tractor unit (MTU)” system has a fairly 
high value of the frequency of free oscillations, which allows calculating the operating conditions 
of the structure in long-term operating modes at frequencies close to resonance. A change in the 
spectrum of the frequency of natural oscillations of the system can serve as an additional wear of 
parts, tires, etc. When studying the developed “MTU” system, the method described by Professor 
V.A. Lashko was taken as a basis, and the matrix method was also used. Matrix forms of recording the 
equations of motion of the torsional-oscillatory system of the “MTU” with many degrees of freedom 
are convenient for calculations to determine the amplitude-frequency characteristics. To calculate 
the torsional-oscillatory system of the power transmission of a self-propelled chassis aggregated 
with a cultivator, a dynamic model was developed representing the variational possibilities of 
analyzing the combination of the factors and parameters under study.
Key words: self-propelled chassis, cultivator, technological corridor, tractor stability, 
movement on an inclined surface, dynamic model, matrix method
For citation: Tarasova S.V., Asmankin E.M., Ushakov Yu.A., Ivanov P.A., Neifeld E.V., Rotova V.A. 
A method for calculating the frequencies and forms of natural vibrations of a 14-mass torsion-
oscillating system of a mobile power tool with a tool when performing technological operations 
on a slope. Аграрная наука. 2025; 400 (11): 138–143 (in Russian). 
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Введение/Introduction
Устойчивое движение мобильных энергети-

ческих средств в условиях склонного земледе-
лия играет значительную роль в повышении его 
функциональных и эксплуатационных характери-
стик, которые являются основными факторами, 
способствующими уменьшению энергозатрат. 
В свою очередь, энергозатраты напрямую зависят 
от уровня модернизации конструкции сельскохо-
зяйственных тракторов, работающих в нестабиль-
ных агроландшафтных условиях. Надо отметить, 
что улучшение требуемых свойств и эргономиче-
ских показателей машинно-тракторного агрегата 
(МТА) характеризуются качеством работы сило-
вой передачи, а также взаимодействием связан-
ных с ней систем [1–5].

Решение проблемы эксплуатации МТА в склон-
ном земледелии, связанной с нарушением им 
агротехнологических требований при выполнении 
сельскохозяйственных работ вследствие смеще-
ния колесного движителя от траектории движения, 
возможно за счет оптимизации таких параметров, 
как собственная частота и форма колебаний. Изу-
чением динамических параметров для технологи-
ческих систем, а также их элементов занимаются 
многие ученые. Например, Р.В. Гучинский в своих 
работах решает вопрос модернизации элементов 
кузова вагона за счет подбора оптимальных значе-
ний жесткости и частот собственных колебаний [6].

С.М. Белинис использовал уравнение Лагранжа 
второго рода для расчета собственных колебаний 
при эксплуатации ротора [7]. В работах И.Ф. Ко-
жевникова представлен метод с применением 
двумерных нестационарных уравнений Навье  — 
Стокса для расчета колебаний цилиндров при их 
взаимодействии [8, 9]. Большой вклад в исследо-
вания собственных частот и форм колебаний вра-
щающейся нагруженной шины внес B. Kim [10].

Цель исследования  — изучение влияния соб-
ственных частот демпфирования шин на устойчи-
вость движения машинно-тракторного агрегата 
во время проведения технологических операций 
на склоне.

Задачи исследования: 1) Разработать метод 
расчета механических процессов силовой пере-
дачи самоходного шасси класса 1.4 трактора «Бе-
ларус 952.3» (для 14 элементов распределен-
ной массы) в агрегате с культиватором КРН-5,6. 
2)  Провести анализ влияния собственных частот 
и колебаний масс МТА на траекториальную стаби-
лизацию движения посредством расчета коэффи-
циента устойчивости.

Materials and methods /
Материалы и методы исследования
Решая комплексную задачу по улучшению 

эффективности работы трактора во время 

проведения (весенне-полевые работы 2025  г.) 
агротехнологических операций в ООО «Южный» 
Акбулакского района Оренбургской области, было 
принято во внимание то, что новые элементы из-
меняют всю систему «МТА». Следовательно, на 
этапе разработки новой или модернизации ста-
рой мобильной машины необходимо определить 
динамические характеристики. Теоретические ис-
следования выполнялись с использованием ос-
новных положений законов механики, математи-
ки и статистики, базировались на методах теории 
устойчивости движения машин.

Для проведения математических расчетов ви-
брационных воздействий силовой передачи ма-
шинно-тракторного агрегата была разработана 
14-массовая укрупненная расчетная схема для 
трактора «Беларус 952.3» производителя Минско-
го тракторного завода в агрегате с культиватором 
КРН-5,6, что позволило создать метод расчета ча-
стоты и формы собственных колебаний для МТА.

Трактор в агрегате с навесным орудием в усло-
виях склонного земледелия имеет большое коли-
чество свободных колебаний. Изменение спек-
тра частоты собственных колебаний МТА может 
служить дополнительному износу деталей, шин, 
скольжению по грунту, отклонению от траектории. 
При исследовании частотных колебаний трактора 
«Беларус 952.3» с культиватором КРН-5,6 принят за 
основу метод, описанный профессором В.А. Лаш-
ко1, а также применен матричный метод  [11–14], 
которые позволили создать динамическую модель 
из 14 масс (рис. 1), удобную для определения ам-
плитудно-частотных характеристик.

Каждая масса с моментами инерции J в кру-
тильно-колеблющейся системе соединяется свя-
зями жесткости С. Допускается отсутствие тре-
ния, а колебания имеют небольшие значения.

На основании метода построения собственных 
и вынужденных колебаний с использованием ма-
триц распределения масс, жесткости и демпфи-
рования2 была разработана и адаптирована для 
системы «трактор — навесное орудие» расчетная 
процедура, направленная на определение харак-
теристик колебаний машинно-тракторного агре-
гата. В расчетах были использованы значения 
моментов инерции и коэффициентов жесткости 
элементов крутильно-колеблющейся системы со-
гласно данным научных работ авторов (С.Е. Сень-
кевич, З.А. Годжаев, Е.Н. Ильченко, И.С. Алексе-
ев), пользуясь соотношением2 [1].

	 (1)

где: A  — матрица моментов инерции; B — ма-
трица демпфирования; С  — матрица крутильной 
жесткости; F — вектор внешних сил;  — вектор ре-
акций угловых перемещений; и  — обобщенные 
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Рис. 1. Динамическая схема крутильно-колеблющейся 
системы «МТА»
Fig. 1. Dynamic diagram of the torsional-oscillating system “MTA”

координаты и обобщенные ускорения крутильной 
системы с n степенями свободы соответствен-
но [1, 8].

Для расчета собственных колебаний матрица 
демпфирования не нужна [1]. Тогда уравнение (1) 
выглядит следующим образом:

 ,	 (2)

Система дифференциальных уравнений для 
определения собственных частот 14-массовой 
системы имеет вид:

	 (3)

Согласно принципу Даламбера  , 
упругие элементы системы уравновешиваются 
величиной   и, учитывая зависимость (3), мож-
но рассмотреть систему в матричной форме с фа-
зой колебания "а"  и коэффициентом распределе-
ния ,  в виде [8]:

	 (4)

В соответствии с расчетной методикой 
данная система уравнений рассматривается  
со значением равным 0, что, как следствие,  

приводит к нулевому значению ее определителя
  Таким образом,  

в результате дальнейших алгебраических преоб-
разований матрица может быть представлена в 
следующем виде: 

,	 (5)

Надо отметить, что определитель d
14

 и ми
нор  Mm выглядят идентично. В соответствии со 
структурой определителя получается рекуррент-
ная формула:

	 (6)

где  Ii — коэффициенты разложения определи-
теля, соответствующие i-й степени квадрата кру-
говой частоты .

Для расчета определителя матрицы, которая 
равна сумме произведений миноров, использова-
ли формулу Лапласа:

	 (7)

где   — число сочетаний из n по k.

Коэффициент I0 считается как детерминант ма-
трицы [C], то есть  

Для примера: коэффициент I14-2 будет выгля-
деть:

 	 (8)

где  — число сочетаний из

n = 14 по k = 14–2.

Метод Крамера позволил определить с помо-
щью круговых частот  коэффициенты распре-
деления  по матрице (5) [1]:

 	 (9)

Фактически коэффициенты распределения 
круговых частот, являясь теоретическим показа-
телем, в практическом плане могут рассматри-
ваться как установочный критерий при монтаже 
агрегатной системы с учетом конструкционных и 
режимных параметров, что является предпосыл-
кой к созданию экспериментальных способов ва-
лидации на основе заданных пределов технологи-
ческой погрешности (в данном случае пределов 
увода от технологической траектории на величи-
ну не более 0,3 м).

Получив мaтрицы коэффициентов рaспределе-
ния для кaждого корня ω, из системы (3) можно 

На рисунке 1 указаны следующие обозначения: J
1
   — момент 

инерции двигателя; J
2
  — момент инерции коробки передач 

(КПП); J
3
 — момент инерции главной передачи и дифференци-

ала; J
4
 , J

7
  — моменты инерции бортовых редукторов и дисков 

колес трактора; J
5
, J

8
 — моменты инерции шин колес трактора;  

J
6
, J

9
, J

13
, J1

4
 — моменты инерции поступательных масс (ПМ);  

J
11

, J
12

 — моменты инерции дисков транспортных колес куль-
тиватора; J

12
, J

13
 — моменты инерции шин колес культиватора;  

C
0, 1

 — жесткость условного участка между креплением двигателя; 
C

1, 2
 — жесткость участка между двигателем и КПП; C

2, 3
 — жесткость 

участка между КПП и главной передачей с дифференциалом;  
C

3, 4
 и C

3, 7
  — жесткости участков между главной переда-

чей с дифференциалом и бортовыми редукторами с диска-
ми (правым и левым соответственно); C

4, 5
 и C

7, 8
 — жесткости 

участков между бортовыми редукторами с дисками и шина-
ми колес трактора (правым и левым соответственно); C

5, 6
 и  

C
8,

 
9
 — жесткости участков между шинами колес трактора и ПМ; 

C
10 

— жесткость участка между навесками трактора и культи-
ватора; C

10, 12
 и C

10, 11
 — жесткости участков между бортовыми 

редукторами с дисками и шинами транспортных колес куль-
тиватора; C

12, 14 
и C

11, 13
  — жесткости участков между шинами 

транспортных колес культиватора и ПМ.
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вывести урaвнения для обобщенной координaты 
  i-й степени свободы системы :

	 (10)

где: ai— aмплитуда колебаний i-й массы; ei — фa-
зовый угол; ωi — чaстотa собственных колебaний 
системы.

Урaвнение для φ для 14-массовой системы при-
мет вид [1]:

,	 (11)

где: γ — конструкционный угол между направ-
ляющими движения основного вала и i-вала  [8]; 
е — основание натурального логарифма.

Определитель для 14-массовой системы име-
ет вид [1]:

 

                                                                                         (12)

Коэффициенты уравнения (7) рассчитываются 
как [1]:

 	(13)

Общий вид для остальных коэффициентов мож-
но записать в следующем виде:

    	 (14)

 .  	 (15)

Результаты и обсуждение / 
Results and discussion
Исходя из проведенных математических пре-

образований, разработан метод расчета механи-
ческих процессов силовой передачи к движителю 
трактора класса 1.4 «Беларус 952.3» (для 14 эле-
ментов распределенной массы) в агрегате с куль-
тиватором КРН-5,6, интегрирующий сущность ме-
тодического подхода к построению спектра частот 
собственных и вынужденных колебаний, а также 
оценки влияния их на проявление форм этих ко-
лебаний с использованием матриц распределе-
ния масс, жесткости и коэффициента демпфиро-
вания.

Создание теоретических предпосылок влияния 
собственных частот и колебаний масс МТА на тра-
екториальную стабилизацию движения требует 
расчета коэффициента устойчивости. При такой 
постановке вопроса траекторию движения трак-
тора можно рассматривать как кривую, близкую 
по виду к синусоиде, что позволило бы опреде-
лить критические значения отклонений, в том чис-
ле и от вибрационного воздействия, на установ-
ленном участке пути. Анализ процесса отклонения 
от траектории движения трактора в междурядьях 

определяется значениями коэффициента устой-
чивости движения [4]:

	 (16)

где:   R
ПОВ

— радиус поворота, м;   — скорость 
движения трактора, м/с; B

СВ
— ширина свободной 

зоны в междурядьях, м; t
О
, t

В
 — время отклонения 

и выравнивания траектории трактора на участке 
длиной S, с.

Однако следует принимать во внимание, что 
устойчивость движения МТА в заданном направ-
лении находится в прямой зависимости от мо-
мента увода вверх (момент заброса  ), ко-
торый противоположен моменту сопротивления 

	 (17)
 	

где λ — коэффициенты перераспреде-
ления веса по колесам трактора и навес-
ного орудия определяются зависимостями 

При расчетах определения координат цен-
тра заброса МТА были приняты следующие до-
пущения, которые не приводят к значительным 
погрешностям: сопротивлением воздуха пре-
небрегаем вследствие малости рабочих ско-
ростей МТА во время выполнения технологи-
ческих операций; углы увода колес орудия и 
задних колес трактора одинаковы и равны не-
которому среднему углу увода эквивалентного 
колеса.

С целью учесть в модели экстремальный ре-
жим работы МТА рассматривали координаты то-
чек пересечения осей эквивалентных колес с 
плоскостью симметрии «МЭС» и поперечное от-
клонение центра масс, свидетельствующих о 
возмущении курсового движения машинно-трак-
торного агрегата.

Расчет проводили для трактора «Беларус 952.3» 
в агрегате с культиватором КРН-5,6 при следую-
щих параметрах: скорость МТА 8 км/ч (2,2  м/с), 
участок длиной 50 м, время отклонения и вырав-
нивания траектории 22 с, ширина свободной 
зоны 0,3 м.

Анализ массива значений коэффициента 
устойчивости движения МТА показал, что значе-
ния имеют положительный знак и стремятся к 1. 
Это говорит о том, что машинно-тракторный агре-
гат в условиях склонного земледелия находится 
в пределах технологического коридора, не выхо-
дит за пределы защитной зоны при условии, что 
для трактора «Беларус 952.3», укомплектованного 
шинами на передних колесах 360/70R24 и задних 
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Таблица 1. Расчет коэффициента устойчивости движе-
ния МТА на склоне
Table 1. Calculation of the coefficient of stability of the MT 
movement on the slope

Параметры
Углы склона, °

5 10 15 20

Радиус увода МТА, R
ув

, км 1,895 1,010 0,652 0,4106

Коэффициент устойчивости 0,9442 0,9395 0,9290 0,9259

колесах 18.4R34 Ф-11, установлено давление воз-
духа на передних колесах МПа, на задних колесах 
Мпа на склоне , на склоне  — на передних колесах 
МПа, на задних колесахМПа; на склоне  внутри-
шинное давление в передних колесах МПа, в за-
дних колесах МПа.

Выводы/Conclusions
На основании разработанного метода рас-

чета частот и форм собственных колебаний 
14-массовой крутильно-колебательной систе-
мы машинно-тракторного агрегата был иссле-
дован механический процесс силовой передачи 

к движителю тракторов класса 1.4 и установлен 
спектр частот собственных и вынужденных коле-
баний, влияющих на проявление их форм с рас-
пределением масс, жесткости и коэффициента 
демпфирования. Для моделей тракторов указан-
ного класса в агрегате с навесным орудием в за-
данных технологических интервалах (угол увода 
шин — [1; 15°], угол склона — [5; 20°], давление в 
шинах —  [0,08; 0,2 МПа], коэффициент сцепле-
ния с почвой — [0,4; 0,9], масса машины — [1000; 
4000 кг], мощность двигателя — [24; 95 л. с.]) ко-
эффициент устойчивости движения составил 
0,9442, 0,9395, 0,9290, 0,9259, соответственно, 
для склонов в 5°, 10°, 15°, 20°. В аспекте оценки 
процесса стабилизации траекториального дви-
жения машинно-тракторного агрегата на склоне 
это говорит о возможности повышения эффек-
тивности их эксплуатации на базе 14-массовых 
крутильно-колебательных систем во время вы-
полнения технологических операций в реаль-
ных производственных условиях для коридора 
движения с погрешностью отклонения в преде-
лах 10%.
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